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兩個⼒學問題 (10分)
在開始作答之前，請先細讀另⼀信封袋內的「理論考試通⽤指引」。

A部分. 隱藏的圓盤 (3.5分)
考慮⼀個半徑 𝑟1、厚度 ℎ1 的⽊頭圓柱體，在其內部某處嵌置有⼀個半徑 𝑟2、厚度 ℎ2 的⾦屬圓盤，此圓盤的對
稱軸 𝐵 與⽊頭圓柱體的對稱軸 𝑆 彼此平⾏，且圓盤到圓柱體頂部與底部兩個表⾯的距離相等。令對稱軸 𝑆 與
𝐵的距離為 𝑑，⽊頭的密度為 𝜌1，⾦屬的密度為 𝜌2 > 𝜌1。⽊頭圓柱體加上內部⾦屬圓盤的總質量為𝑀。
在本題中，我們將圓柱體平放於地⾯上，使其可以左右⾃由滾動。圖 1顯⽰它的側視圖與俯視圖。
本題的⽬標是要求出⾦屬圓盤的尺⼨與位置。
以下你要求你以已知量表⽰結果時，你可假設下列各量為已知量：

𝑟1, ℎ1, 𝜌1, 𝜌2, 𝑀 . (1)

本題的⽬標是要經由⼀些間接的測量，以決定 𝑟2, ℎ2 及 𝑑。
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圖 1：a)側視圖與 b)俯視圖

整個系統的質⼼ 𝐶 到圓柱體對稱軸 𝑆 的距離為 𝑏。為了決定這個距離，我們設計了以下的實驗：我們先將圓柱
體擺放到⼀個⽔平基座上，使它處於穩定平衡狀態。然後慢慢的使基座傾斜⼀個⾓度 Θ(⾒圖 2)。由於靜摩擦
⼒的作⽤，圓柱體可以⾃由作純滾動⽽不致滑動。經由測量，圓柱體在往下稍微滾動⼀個⾓度 𝜙後，會停⽌不
動，⽽處於穩定平衡狀態。
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圖 2：在傾斜基座上的圓柱體。

A.1 試將 𝑏表⽰為⾓度 𝜙、傾斜⾓ Θ與 (1)式所⽰已知量的函數。 0.8pt

⾃此之後，我們將假設 𝑏的值為已知。
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圖 3：懸吊的系統

接著，我們想要求出圓柱體繞其對稱軸 𝑆 的轉動慣量 𝐼𝑆。為此，我們吊起它的對稱軸，使圓柱體 𝑆 軸與⽔平
⾯平⾏懸掛。然後使它偏離平衡位置⼀個⾓度 𝜑後，再放開它。實驗裝置圖請參⾒圖 3。我們發現 𝜑所描述的
是⼀個週期為 𝑇 的週期性運動。

A.2 求⾓度 𝜑所滿⾜的運動⽅程式。試將圓柱體繞其對稱軸 𝑆 的轉動慣量 𝐼𝑆，以 𝑇、𝑏
與 (1)式中的已知量表⽰。你可假設我們對平衡位置的擾動很微⼩，以⾄於 𝜑總是
很⼩。

0.5pt

由 A.1與 A.2兩題所作的測量，我們現在想決定圓柱體內圓盤的位置與幾何形狀。
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A.3 試將距離 𝑑表⽰為 𝑏與 (1)式所⽰已知量的函數。你的表⽰式中所含的變數，可以包
括以下 A.5題即將計算的 𝑟2 與 ℎ2。

0.4pt

A.4 試將轉動慣量 𝐼𝑆 表⽰為 𝑏 與 (1)式所⽰已知量的函數。你的表⽰式中所含的變數，
可以包括以下 A.5題即將計算的 𝑟2 與 ℎ2。

0.7pt

A.5 利⽤以上得到的所有結果，試將 ℎ2 與 𝑟2 表⽰為 𝑏、𝑇 與 (1)式所⽰已知量的函數。
你可以⽤ 𝑟2 的函數來表⽰ ℎ2。

1.1pt

B部分. 轉動的太空站 (6.5分)
太空⼈艾莉絲居住在太空站裡。太空站是⼀個半徑為 𝑅的巨⼤輪⼦，藉由繞著它的中⼼軸旋轉，以提供太空⼈
⼀種⼈造的重⼒加速度。太空⼈在輪輞 (輪的邊緣)的內側表⾯上 (以下簡稱太空站底⾯)，進⾏各種活動。此太
空站很輕，故不需考慮它的重⼒效應。

B.1 如果太空⼈感受到與在地球表⾯⼀樣的重⼒ 𝑔𝐸，則太空站轉動的⾓頻率 𝜔𝑠𝑠 為何？ 0.5pt

艾莉絲與另⼀位太空⼈巴柏，有⼀點爭論。巴柏認為他們是在地球表⾯上，⽽不是在太空站內。艾莉絲想要運
⽤物理，證明他們確實是⽣活在太空站中；因此她將⼀個質量為𝑚的質點，連接於⼒常數為 𝑘的彈簧，並使其
振盪。彈簧僅能沿太空站的垂直⽅向 (輪的徑向)振盪，沿⽔平⽅向無法移動。

B.2 假設地球的重⼒加速度 𝑔𝐸 為⼀常數，則此彈簧在地球表⾯上振盪時的⾓頻率 𝜔𝐸 為
何？

0.2pt

B.3 在太空站上，艾莉絲測得彈簧振盪的⾓頻率 𝜔為何？ 0.6pt

艾莉絲確認她的實驗證明他們是⽣活在太空站上。但包柏還是半信半疑，他強調：如果考慮在地表之上之重⼒
加速度隨⾼度的變化，也會出現類似於太空站的效果。他是對的嗎？
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圖 4:太空站
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B.4 當在地表上的⾼度 ℎ不⼤時，重⼒加速度的表達式 𝑔𝐸(ℎ)為何？在此情況下，彈簧
的振盪⾓頻率 𝜔̃𝐸 為何 (求出線性近似下的答案即可)？已知地球的半經為 𝑅𝐸。

0.8pt

果不其然，艾莉絲發現彈簧確實是以包柏預測的頻率振盪。

B.5 當振盪頻率 𝜔與地表測得的振盪頻率 𝜔̃𝐸 相同時，太空站的半徑 𝑅 為何？將答案以
地球半徑 𝑅𝐸 表⽰之。

0.3pt

艾莉絲被包柏的固執所刺激，⽽有⼀個新的想法，她想利⽤柯⽒⼒ (Coriolis force)來證明她的觀點。她從太空
站底⾯爬上站內的⼀座⾼塔，由距離太空站底⾯為 𝐻 的⾼度，讓⼀個質點落下。
在均勻轉動的座標系，太空⼈感受到⼀種假想⼒ ⃗𝐹𝐶，稱之為柯⽒⼒。當質量為 𝑚的物體，在⼀轉動座標系中
以速度 ⃗𝑣運動時，若座標系以固定的⾓速度 𝜔⃗𝑠𝑠 轉動，則作⽤於物體的柯⽒⼒ ⃗𝐹𝐶 為

⃗𝐹𝐶 = 2𝑚 ⃗𝑣 × 𝜔⃗𝑠𝑠 . (2)

當以純量表⽰時，你可以使⽤下式：

𝐹𝐶 = 2𝑚𝑣𝜔𝑠𝑠 sin𝜙 , (3)

其中 𝜙是物體的速度向量與轉動軸 (或⾓速度向量)之間的夾⾓。柯⽒⼒的⽅向和速度、轉動軸兩者都垂直，⽽
此⼒的正負號可以⽤右⼿定則決定之。你在以下各題中，可以⾃⾏選擇⼀種⽅式來表達⼒。

B.6 計算當質點落在太空站底⾯瞬間的⽔平速度 𝑣𝑥 與相對於塔底的位移 𝑑𝑥(即相對於塔
底的垂直距離)。你可以假設塔⾼度 𝐻 相對⼩，因此下落加速度可以視為定值。你也
可以假設 𝑑𝑥 ≪ 𝐻 。

1.1pt

為了得到好的結果，艾莉絲決定從更⾼的塔上進⾏實驗。她很驚訝地發現，質點在太空站底⾯的落點就在塔底
部 (塔腳)，亦即 𝑑𝑥 = 0。

B.7 求能使 𝑑𝑥 = 0發⽣之塔的最⼩之⾼度。 1.3pt

為了使包柏相信，艾莉絲願意進⾏最後⼀次的嘗試。她想利⽤她的彈簧振盪器，以彰顯柯⽒⼒的影響。為達此
⽬的，她改變了原來的實驗裝置⽅式：她將彈簧連接到⼀個圓環，此圓環可在⼀⽔平直桿上沿 𝑥⽅向作無摩擦
的滑動；彈簧本⾝則沿著 𝑦⽅向振盪。直桿與太空站底⾯平⾏，且與太空站的旋轉軸垂直。因此，𝑥𝑦平⾯與旋
轉軸垂直，⽽ 𝑦軸的⽅向筆直指向太空站的旋轉中⼼。
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圖 4: 實驗裝置

B.8 艾莉絲將質點從其平衡位置 𝑥 = 0, 𝑦 = 0向下拉⼀距離 𝑑，然後將它從靜⽌釋放 (⾒
圖 4)。

• 寫出 𝑥(𝑡)與 𝑦(𝑡)的代數表⽰式。你可假設 𝜔𝑠𝑠𝑑是微⼩的，且忽略科⽒⼒沿著
y軸的運動。

• 以圖線繪出軌跡 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))，並將它的各種重要特徵標⽰出來，例如振幅。

1.7pt

艾莉絲和包柏仍持續爭執著！


